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摘  要：连通性修复是保证网络有效性、可靠性的重要手段，而目前关于 1-连通性修复的策略没有将图形的

几何性质与网络的拓扑结构很好地结合，因此难以用最少的中继节点完成修复。将费马点、三角剖分与最小

生成树有效结合，设计了一种基于费马点的网络连通性修复策略，并且从理论上证明了该策略的近似比和复

杂度分别为
3 3

4 3−
与 O(n log n)，而仿真实验表明该策略在中继节点消耗上明显少于其他同类型策略。 
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spanning tree are integrated with the design of an efficient restoration strategy. The theoretical analysis indicate that the 

approximation ratio of the proposed strategy is 
3 3

4 3−
 and the complexity of which is O(n log n). Simulation results 
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1  引言 

网络连通性的修复往往是利用较少的资源

（如中继节点等）在各连通分支之间构造一棵最短

内接树，即修复网络的 1-连通性。由于中继节点

是长度为 R、间隔地部署在内接树上，故所需的

数量约为
L
R
，其中 L为内接树长度。因此连通性

修复问题就被模型化成构造一棵 1-连通的具有最

少斯坦纳点(中继节点)且边长为定值(R)的斯坦纳

最小树(SMT-MSP)，这意味着内接树越短所需的

资源也越少，即越接近最优的 SMT-MSP。目前关

于网络 1-连通性修复的策略并没有将图形的几何

性质与网络的拓扑结构很好地结合，因此难以用

最少的中继节点完成 1-连通性的修复。 

本文将具有较好图形几何性质的费马点、网

络拓扑结构中的三角剖分与最小生成树有效结

合，设计了一种高效的网络连通性修复策略

（ RSFP ， restoration strategy based on fermat 

point）。RSFP 通过反复构造基于费马点的最短三

角形内接树从而减少了连通性修复所需的中继

节点数，并且从理论上证明策略 RSFP 的近似比

和复杂度分别为
3 3

4 3−
与 ( log log )O n n ，而仿真

实验表明该策略在中继节点消耗上明显少于其

他同类型策略。 

2  国内外研究现状 

现有的 1-连通性修复策略主要可分为两类。

其中，一部分策略[1-11]利用构造 SMT-MSP 所消耗

的资源(中继节点)与理论上最优 SMT-MSP 所需

资源(中继节点)的比(即近似比)作为衡量标准，近

似比越小算法的性能越好，而另一部分策略[12-14]

则采用仿真实验来验证算法性能。 
Chen 等[11]提出基于四边形构造的近似算法，

不仅证明此算法近似比为 3，并且证明了单纯采

用斯坦纳化最小生成树（MST）的方法来修复连

通性的近似比也为 3。在此基础上，Cheng 等[8]

提出基于三角形构造结合斯坦纳化 MST 的近似

算法，以及基于 3-超图最小生成树的随机近似算

法，并证明这两者的近似比分别为 3 和 2.5。尽管

后者近似比较低，但其算法复杂度偏高。Lloyd

等[9]提出一种改进的斯坦纳化 MST 法，近似比在

6∼7 之间。Tang 等[10]将部署区域划分成网络并对

网络分簇，对于每个网格部署一个节点作为簇头

负责簇内与簇间通信，从而恢复网络的 1-连通性，

此算法的近似比为 4.5。Efrat 等[3]、Yang 等[6]、

Misra 等[5,7]对于节点与节点、节点与中继、中继

与中继这 3 种不同连接方式给予相应的权值并以

此构造赋权完全图，然后根据网络不同的应用场

景，结合目前最优的最小权斯坦纳树构造算法

[15]，提出近似比分别为 3.11、6.43、6.2 和 12.4

的修复算法。在文献[4]中，Wang 等提出了一种

结合 Voronoi 图和重心的算法。近期，Wang 等[1]、

Lalouani 等[2]先后提出在网络中存在障碍物情况

下基于直骨架的修复算法。 

文献[12-14]通过仿真实验验证算法性能。

Ranga 等[13]提出一个基于 0 梯度点的修复算法。

此算法首先利用连通分支构造一个凸壳，然后构

造凸壳内各点与连通分支之间的距离函数并计算

出能够使该函数梯度为 0 的点，最后以这个点为

中心部署中继节点来连接各个分支。Joshi 等[12]

利用网络的直骨架并结合节点的传输半径，规划

出一条最优的中继节点部署路线。陈洪生等[14]给

出了一个基于四边形的连通度修复算法并证明了

其时间和信息复杂度。 

相比上述策略，本文所提出的策略 RSFP 不

仅近似比
3 3

4 3−
是最优的，而且复杂度也仅为

( log log )O n n 。表 1 给出了 RSFP 与目前已知算法

在近似比和复杂度方面的对比。 
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表 1 各算法在近似比和复杂度方面的对比 

算法 近似比 复杂度 

Misra 等[5] 12.4 2 2 2 1( log )k kO n n n− ++  

Lloyd 等[9] 7 ( log )O n n  

Yang 等[6] 6.43 2 2 2 1( log )k kO n n n− ++  

Misra 等[7] 6.2 2 2 2 1( log )k kO n n n− ++  

Tang 等[10] 4.5 无 

Efrat 等[3] 3.11 2 2 2 1( log )k kO n n n− ++  

Cheng 等[8] 3 4( )O n  

Chen 等[11] 3 3( )O n  

Wang 等[4] 3 3( )O n  

Wang 等[1] 3 3
2

 3( )O n  

Lalouani 等[2] 3 3
2

 4( )O n  

Cheng 等[8] 2.5 3( )O n  

RSFP  (本文) 
3 3

4 3−
 ( log )O n n  

 

3  预备知识 

定 义 1[16]  点 集 V 的 一 个 三 角 剖 分

{ , }T V E= 是一个平面图 G，该平面图满足以下

条件：1) 除了端点，平面图中的边不包含点集

中的任何点；2) 没有相交边；3) 平面图中所有

的面都是三角面。 

定义 2[15]  费马点 f 是一个位于三角形

i j kp p pΔ 内且到三角形三个顶点 ip 、 jp 和 kp 距离

之 和 最 短 的 点 ， 即 三 角 形 的 最 短 内 接 树

SMT i j kfp fp fp= ∪ ∪ ，并且有 i k i jp fp p fp∠ ∠= =
 

120j kp fp∠ = �。 

4  系统模型 

一个不连通的网络将被映射成图 { , }G V E= ，

其中，V为点的集合而 E为边的集合。具体来说，

每一个图G中的点 v V∈ 代表网络中的一个节点，

而每一条边 i jv v E∈ 代表网络中任意一对距离小

于 R的节点之间的链路。为了修复网络的连通性，

通过以间隔 R部署中继节点的方式进行连接。本

文所解决的问题其形式化描述如下。 
给定一个具有 V n= 个节点的图 G，需要设

计一种将 n个节点连接起来的方式，使所需中继

节点个数最少并且任意两个中继节点之间距离不

超过 R。 

针对此问题，本文提出了一种高效的连通性

修复策略（RSFP，restoration strategy based on 

fermat point）。 

5  RSFP 策略 

该策略通过 7 个步骤来实现网络 1-连通性的

修复，具体执行步骤如下。 

步骤 1  对于图 G进行 Delaunay 三角剖分，

定义其导出子图 GTr ，则有 G jTr t= ∪ ，其中， jt 为

点 ip 、 jp 和 kp 组成的三角形 i j kp p pΔ 。 

步骤 2  对于任意一个三角形 j Gt Tr∈ ，计算

其因子
MST

Fer
j

j

t
j

t

c = ，然后根据因子大小对所有三

角形进行降序排列。 

步骤 3  依照步骤 2 中的次序将三角形加入

集合 T，如果存在某个三角形 jt 与任意 T 中三角

形 jt 有相同边，即 j it t ≠ ∅∩ ，那么将 jt 删除，即

\ { }jT T t= 。 

步骤 4  对于 T 中任意一个三角形 jt ，至少

重复执行以下步骤 ( )3 1 2
4 3 ik n= − −
−

次来构造

最短内接树，其中， in 表示 it 中节点个数而 k
it ，

i

k
tf

和SMT k
it
分别指 it 在第 k 次迭代生成的三角形、

费马点与最短内接树。 
① 设边 ie 和 je 为 1SMT k

it
− 中最长的两条边，将

ie 、 je 与其相关联的费马点 1
i

k
tf
− 组成三角形 1k

it
− ，

并在此三角形上构造第 k轮的最短内接树SMT k
it
。 
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② 将 边 ie 和 je 从 1SMT k
it
− 中 删 除 ， 即

1 1 i jSMT SMT \ { , }k k
i it t

e e− −= ，并记 1k k= + ，然后返

回步骤 4 中①。 
步骤 5  对于每个三角形 it ，将 k次迭代中每

次生成的最短内接树连接成关于 it 的最短内接

树，即SMT SMT ki i
t t
= ∪ 。 

步骤 6  通过 G 的最小生成树 GMST 构造图

GSMT ， 使
1 2

SMT MST SMT SMTG G t t= ∪ ∪ ∪�∪
 

| |
SMT

Tt
，对于任何一个圈 SMTi GC ∈ ，如果存在

边 i ie C∈ 使对于所有的 j， 1 T |j≤ ≤| ，都有

SMT
ji te ，则删除边 ie 。即SMT SMT \ { }G G ie= ，

那么SMTG 为所求最短内接树。 

步骤7  在 GSMT 上以R为间隔部署中继节点。 

以下将给出一个 RSFP 修复网络连通性的

例子。 
图1(a)给出了一个由5个节点 1 2 3 4 5, , , ,s s s s s 组

成的网络 G。首先对 G 进行 Delaunay 三角剖分，

得到 3 个三角形 1 2 3s s sΔ 、 1 3 5s s sΔ 和 3 4 5s s sΔ 并分别

对每个构造基于费马点的最短内接树，其中黑点

代表费马点。通过各自的因子选出边不相交的三

角形 1 2 3s s sΔ 和 3 4 5s s sΔ ，然后分别对这两个三角形

反复进行基于费马点的最短内接树构造。如图 1(b)
所示， 1 2 3s s sΔ 进行了 3 轮构造，而 3 4 5s s sΔ 只进行

2 轮构造，其中虚线表示每轮构造中需要删掉的

最长边。如图 1(c)所示，在 1 2 3s s sΔ 和 3 4 5s s sΔ 最短 

 
图 1  一个 RSFP 示例 

内接树构造好后，将 G的最小生成树用于这两个

最短内接树的连接，并在此过程中删去形成圈的

边 1 2 2 3 3 4 4 5, , ,s s s s s s s s 从而生成图 G的最短内接树。

在图 1(d)中，每个节点以半径 R为间隔排列在最

短内接树上。 

6  理论分析 

本节对策略 RSFP 在近似比与复杂度方面进

行分析。 
定理 1  设SMT k

it
的三条边 ie 、 je 与 ke 中最

长两条边为 ie 与 je ，当 ( )11 SMT
2 i

k
tx y L −= = 时，

距 离 函 数 ( ) 3,
2

f x y x y= + 最 大 ， 其 中

( ) ( )i jx L e L e= + ， ( )ky L e= 。 

证明   

根据题设，要使 ( ) 3,
2

f x y x y= + 最大，需

满足以下最优化公式，即 

 

( )

( )1

3max ,
2

s.t. SMT

0
i

k
t

f x y x y

x y L

y x

−

= +

+ =

− ≤

 (1) 

此约束优化问题可采用拉格朗日乘子法求

解，首先构造拉格朗日函数，其中， 1λ 、 2λ 为拉

格朗日乘子，引入的新的 η  是一个松弛变量，即

( ) ( )( )2
1 2 1

3, , , , SMT
2 i

k
tg x y λ λ η x y λ x y L= + + + − +

2
2 ( )λ y x h− + 。 

使
1 2

0, 0, 0, 0, 0g g g g g
x y λ λ η
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

，则 

 ( )

1 2

1 2

1

2

3 λ λ 0
2

1 λ λ 0

SMT 0

0
2 0

i

k
tx y L

y x η
η

−

⎧
+ − =⎪

⎪
+ + =⎪⎪

⎨ + − =⎪
⎪ − + =⎪
⎪ =⎩

 (2) 
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这意味着当 ( )11 SMT
2 i

k
tx y L −= = 时， ( ),f x y

最大，即 ( ) ( )1 3 1 1, SMT ( )
2 2 2i

k
tf x y L − × +≤ 。证毕。 

对于任意一个三角形 it 的第 k 轮迭代中，上

一轮基于费马点的最短内接树 1SMT k
it
− 的最长两

条边 ie 与 je 和它们相关联的费马点 1
i

k
tf
− 所组成的

三角形 1k
it
− 将用于本轮最短内接树SMT k

it
的生成。

根据费马点的定义可得，该三角形的最小生成树

1MST k
it
− 是由 ie 与 je 组成的。此外，根据文献[1]

易知， 1k
it
− 的最短内接树的长度约为 1MST k

it
− 长度

的
3

2
。为了方便证明，用 ( )kiL t 表示在第 k轮迭

代 后 ti 的 最 短 内 接 树 长 度 ， 那 么 有

( ) ( ) ( )1 \ { , } SMT k
i

k k
i i i j t

L t L t e e L−= + 。对于一个图

G，有以下定理成立。 

定 理 2  设
(SMT ) 3
(MST ) 2

k
i

k
i

t

t

L
a

L
= = ， β =

 

1

( ) ( ) 1
(SMT ) 2k

i

i j

t

L e L e
L −

+
= ，则 

 
( ) 2 2

1 1 1

(1

) (MST )
i

n
i

n n n n
t

L t aβ aβ a β

a β a β L− − −

= + + + +

+ ⋅

�
 

其中，边 ie 与 je 为 1SMT k
it
− 的两条最长边。 

证明 
通过归纳假设法来构造 it 最短内接树的长度

函数 ( )kiL t ，其中， ( ) ( ) (MST )
i

0
i tL t a β β L= + ⋅ 。 

当 1k = 时 ， ( ) ( ) ( )1 MST
ii tL t a β αβ L= + ⋅ =

 
0(1 ) (MST )

it
αβ αβ L+ ⋅ 。 

当 2k = 时， ( )2 ( ( ) (MST )
ii tL t a β aβ β aβ L= + + ⋅

 
= 2 1(1 ) (MST )

it
aβ aβ a β L+ + ⋅ 。 

当 1k n= − 时， ( )1 2 2(1n
iL t αβ αβ α β− = + + + +�

 
1 2 ) (MST )

i

n n
tLα β− − ⋅ 成立。 

容易验证当 k n= 时， ( ) 2 2(1n
iL t αβ αβ α β= + + 。 

1 1 1) (MST )
i

n n n n
tLα β α β− − −+ + + ⋅� 此 外 ， 由 于

2 2 1 1lim lim (1 )n n n n

n n∞ ∞
αβ αβ α β α β α β− −

→+ →+
+ + + + + =�

 1
αβ
αβ−

且 1, 1α β< < ， 可 得 ( ) 3
4 3

n
iL t <

−
 

(MST )
it

L 。证毕。 

定理 3  策略 RSFP 的近似比为
3 3

4 3−
。 

证明 

首先，Cheng 等在文献[30]中证明了基于三角

形构造结合斯坦纳化最小生成树 MST 的算法，其

近似比为 3 ；其次，图 G 的最短内接树
| |

G GSMT SMT MST \ C
i

T

t
i

=∪ ∪ ，其中 C 代表策略

RSFP 步骤 6 中所需要删除边的集合；再次，策

略 RSFP 所需要的节点个数约为 GSMT
R

；此外根

据定理 1、定理 2 和定理 3，易知策略 RSFP 的近

似比为
3 3

4 3−
。 

证毕。 
定理 4  策略 RSFP 的复杂度为 ( log )O n n 。 

证明 

策略 RSFP 通过 7 个步骤完成对图 G 的连

通性修复，接下来依次分析每个步骤的复杂度

从而得到其总体的复杂度。第 1 步，图 G 的

Delaunay 三角剖分，其复杂度为 ( log )O n n ，其

中，n 代表图 G 的节点个数。第 2 步，因子计

算和排序可在多项式时间 ( log )O n n 内完成。第

3 步，选择需要构造基于费马点内接树的三角形

可 在 常 数 时 间 内 完 成 。 第 4 步 ， 通 过

( )2 3 1 4
4 3 ik n= − −
−

次迭代构造三角形 it 的最

短内接树，在此步骤中每次迭代的复杂度为

(3log3)O ，因此 k 次的复杂度为 (3log3)O 。此

外，由于 in n=∑ ，则所有三角形构造基于费马

点内接树的总复杂度不超过 ( )O n 。步骤 5、步

骤 6、步骤 7 都可在常数时间内完成。因此，策

略 RSFP 的复杂度为 ( log )O n n 。 

证毕。 
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7  仿真实验 

本节利用工具 NS2.34 对策略 RSFP 、

RRLC-GBP[13]、GSR[12]和 OASS[1]进行性能比较。

首先，将 50~70 个节点随机部署在一个 2 000 m× 

2 000 m 的区域内。然后，分别通过固定节点个

数变化半径的方式和固定半径变化节点个数

的方式比较 4 种策略所消耗的平均中继节点

数量。 

如图 2 所示，各策略消耗的中继节点数量随

着中继节点半径的增加而减少。本文提出的策略

RSFP 所需的中继节点数量明显少于其他 3 种策

略。这是因为：首先，RRLC-GBP 这种超区域中

心部署节点的方式所生成的内接树的长度长于直

骨架；其次，尽管策略 OASS 和 GSR 都采用基于

直骨架的连接方式，RSFP 构造的基于费马点的

最短内接树更短（注：基于费马点的最短内接树

是直骨架的一个特例）。 

 
(a) 节点个数为 50 

 
(b) 节点个数为 70 

图 2  节点个数为 50、70 时，各算法性能比较 

如图 3(a)所示，当中继节点半径等于 50 m 时，

各策略所消耗的中继节点数量随着节点数的增加

而增加。 

在图 3(b)中可以看到，当中继节点半径增加

到 100 m 时，其消耗数量随着节点个数的增加呈

现出先增后减的趋势。这是因为部署区域的大小

固定，节点半径越大节点数量越多，那么更多的

节点会直接相连。这意味着更少的节点需要通过

部署中继节点的方式相连。此外，无论节点半径

等于 50 m 或 100 m，本文提出的策略 RSFP 所需

的中继节点数量都是最少的。 

 
(a) 半径为 50 m 

 
(b) 半径为 100 m 

图 3  半径为 50 m 和 100 m 时，各算法性能比较 

8  结束语 

连通性修复是保证网络有效性、可靠性的重

要手段，它往往是利用较少的资源(如中继节点等)

在各连通分支之间构造一棵最短内接树，即修复

网络的 1-连通性。该问题可被模型化成构造一棵

1-连通的具有最少斯坦纳点(中继节点)且边长为

定值(R)的斯坦纳最小树(SMT-MSP)，这意味着内
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接树越短所需的资源越少，即越接近最优的

SMT-MSP。目前，关于 1-连通性修复的策略没有

将图形的几何性质与网络的拓扑结构很好地结

合，因此难以用最少的中继节点完成修复。本文

将具有较好图形几何性质的费马点、网络拓扑结

构中的三角剖分与最小生成树有效的结合，设计

了一种高效的网络连通性修复策略 RSFP。该策

略通过反复构造基于费马点的最短三角形内接树

减少连通性修复过程中所需的中继节点数，并且

从理论上证明了策略 RSFP 的近似比和复杂度分

别为
3 3

4 3−
与 ( log )O n n ，而仿真实验表明该策略

在中继节点消耗上明显较少。 
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